Cahier de vacances mathématiques pour les futurs étudiants de MP2I/MPSI/PCSI

Quelques révisions estivales

Vous allez intégrer a la rentrée 2025, la classe préparatoire MPSI, MP2I ou PCSI du lycée Camille Guérin,
toutes nos félicitations!

L’objectif du document suivant est de vous permettre d’aborder votre année mathématique en toute séré-
nité. Il contient des rappels de cours et des exercices du programme de Spécialité Mathématiques de Termi-
nale; il est inutile de commencer a étudier le programme de classe préparatoire avant la rentrée. En revanche,
il est indispensable de consolider les acquis du lycée. Evitez d’avoir recours a la calculatrice, sauf mention
spéciale dans l'exercice.

Aucune inquiétude si vous n’arrivez pas a traiter certains exercices, cela ne préjugera en rien de votre capacité
a réussir en classe préparatoire! Nous aurons toute I’année scolaire pour nous entrainer aux techniques calcu-
latoires et approfondir vos acquis.

Enfin n’oubliez pas que les vacances estivales doivent étre également synonymes de repos : vous devez
arriver en tres bonne forme physique a la rentrée... Aprés vos examens du baccalauréat, pensez a faire une
coupure, puis reprenez cette fiche de préparation dans le cours du mois d’aofit.. pas a la derniere minute ce-
pendant!

S5i vous avez la moindre question concernant ce document ou concernant les études en classe préparatoire,
n’hésitez pas a la poser a I'une des adresses suivantes :

¢ marylene.boisseau@ac-poitiers.fr
e marc.lorenzi@ac-poitiers.fr
Les corrections écrites de ces exercices seront disponibles fin aofit sur les sites suivants :
e https://mp2icamilleguerin.blogspot.com/
o https://mpsib-camille-guerin.pagesperso-orange.fr/

Vous trouverez également des explications en vidéos sur le site suivant :
https:/ /www.youtube.com/playlist?list=PL2LedoT7FKExaH1YA3gWfms6Tqw5048Go

Au plaisir de vous retrouver a la rentrée de septembre pour une belle aventure en classe préparatoire!


marylene.boisseau@ac-poitiers.fr
marc.lorenzi@ac-poitiers.fr
https://mp2icamilleguerin.blogspot.com/
https://mpsib-camille-guerin.pagesperso-orange.fr/
https://www.youtube.com/playlist?list=PL2LedoT7FKExaH1YA3gWfms6Tqw5o48Go
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I. DES EXERCICES CALCULATOIRES

Les exercices de cette partie sont des exercices purement techniques, destinés aux étudiants qui ne se
sentent pas totalement a I'aise avec les calculs...

1. Les fractions

Quelques rappels
Soient a, b, ¢, d des réels non nuls.
b b X
e ajouter deux fractions : % + 7= ¢ ; o simplifier deux fractions : Z » Z = %
.1 . a ¢ aXc . . 1 b
e multiplier deux fractions: — x — = e inverser une fraction: — = —
b d bxd £ a
axd

e diviser deux fractions :

ala|ole

Exercice

Simplifier les expressions suivantes (z, y et z désignent trois réels strictement positifs).

1 1+2+3+4

"2 3 4 5
1 1 1 1 1

2 (1‘5) (5‘5)*(5‘1)
1

3.

1 1 1

2ty Tz

4‘£+i _

Yyz zxr Ty
1

5.1+ -

2. Les puissances et racines carrées

Quelques rappels

* Soient x et y des réels non nuls et n et m des entiers relatifs.

n
e ™ = xn—&-m ° i = m z — pn—m ° (my)m — xmym ° (xn)m = gnm

™ xm
* Soient x et y deux réels.
eSiz>0ety >0, /7y =+x/y eSixz>0ety>0,, /—=
Y
°Siz>0,(vz) =2 eSiz eR, Va2 = |z|.

Ve
NG
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Exercice

Simplifier les expressions suivantes (z et y désignent deux réels strictement positifs).
1. (14+v2)% - 5V2.
1+2V3
2. ———.
1+V3
r—y

3, —.
VI
4, x+2\/5+1><\/a:—2\/5+1.

3. Un petit peu de logarithme et d’exponentielle

Quelques rappels : propriétés de calcul de In et exp

e Soient a et b deux réels et n un entier relatif :

et © T
e Soient a et b deux réels strictement positifs et n un entier relatif.

In(ab) = In(a) + In(b)  In (é) = —ln(a) In (Z) = In(b) —In(a)  In(a") = nln(a)

e Soient a un réel strictement positif et b un réel,

el — ¢ In(e®) = b

Exercice

Soient z et y deux réels et a et b deux réels strictement positifs. Simplifier les expressions suivantes :
—21n(3)

—_

e
. e~ In(5)+2In(3)

2
3 621 % e1721
2x+4

e

4

. ew+1

5. In ((%)3) ~In (Vab)

6. 41n (%) — 31n(a) + 5In(b)
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II. ETUDES DE FONCTIONS

1. Les fonctions usuelles et leurs propriétés
Nous vous conseillons de bien réviser les propriétés des fonctions usuelles étudiées au lycée (ensemble de

définition, limites aux bornes de l'intervalle de définition, tableau de variation, représentations graphiques).
(exemples de fonctions usuelles : z — 2%,z — 23,2 — /z, 2+ €%,z — In(x),x — sin(z), z — cos(x)).

2. Dérivation

Quelques rappels : dérivées des fonctions usuelles

e Soit n un entier naturel. La dérivée de f(z) = 2" sur R est f/(z) = na" L.

e Soit n un enter naturel non nul. La dérivée de f(z) = o sur R et R* est f'(x) = —ﬁ.
e Ladérivéede f(x) = \/z sur R} est f'(z) = ﬁ

e Ladérivéede f(x) = In(x) sur RY est f'(z) = i

e La dérivée de f(z) = e* sur Rest f'(x) = e*.

e La dérivée de f(x) = cos(z) sur R est f/(z) = — sin(x).

La dérivée de f(x) = sin(x) sur R est f'(x) = cos(x).

Quelques rappels : opérations sur les fonctions dérivables

* Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

e u + v estdérivablesur I et (v +v) = + v
e v est dérivable sur I et (uv) = v'v 4+ uv'.

) U . u\’  uv—u
e Sivne s’annule pas sur /, alors — est dérivable sur I et (—) .
v

v v?2

* Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I & valeurs dans un intervalle J et v une fonction
dérivable sur J, alors u o v est dérivable sur 1 et‘ (vou) = (v ou)u

En particulier lorsque les fonctions et leurs dérivées sont définies, on a :
o (e") =u'e"
u
o (In(u)) =—
(in(u)) =~

e pour a entier naturel non nul, (u®)’ = au/'u®"!

Exercice

Calculer la dérivée de f, pour les fonctions ci-dessous.

1. f définie sur R par f(x) = 2 + 52% — 3z — 1.

z? —1

2. f définie sur R par f(z) = — 1
X
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3. f définie sur R par f(z) = e*”
4. f définiesur | — 1;1[ par f(z) = V1 — 22
5. f définie sur R par f(z) = In(z + vz? + 1).

3. Intégration

Quelques rappels : les primitives usuelles

e Soit n un entier naturel. Une primitive de f(z) = " sur R est F(z) = 1 zntt
n
1
e Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Une primitive de f(z) = — sur R} et sur R*
x'ﬂz
I
est F(z) = LT

1
e Une primitive de f(z) = — sur R etsur R* est F'(z) = In |z|.
x

e Une primitive de f(x) = % sur R* est F(x) = \/x.
x

e Une primitive de f(z) = e” sur R est F(x) = e*.

Une primitive de f(z) = cosx sur R est F'(z) = sinz.

Une primitive de f(z) = sinz sur R est F'(z) = — cosz.

Exercice

Calculer les intégrales suivantes.

2 2
r~ — T — . 2 PP
1. / ——5—— dz. On pourra décomposer l'intégrale en une somme de trois intégrales.
1 T
2
2. / zIn z dx. On pourra faire une intégration par parties, en posant v'(z) = z et v(z) = In .
1

1
2 .
3. / ze” dx. On reconnaitra une expression de la forme u/e".
0

4. / xsinx dz. On pourra faire une intégration par parties.
0

1 sinx . . '
5. / dz. On reconnaitra une expression de la forme .
0
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III. DES RESOLUTIONS D’EQUATIONS DANS R

Quelques rappels
e Soita > 0. ‘.TQZGC}‘T:\/aOu‘T:—\/a‘
e Soit a > 0. ‘|a:|:a<:>x:aoua::—a‘

ef =y <— mzln(y)‘

e Soient z € Rety > 0.

Equations du second degré

Soient a, b et ¢ trois réels, avec a # 0.
On considere le polynome du second degré P(z) = ax? + bz + ¢ de discrimnant A = b* — 4ac.

_ b+ VA b= VA

et|xg = —— | et
2a 2 2a

e Si alors P admet ‘ deux racines réelles distintes ‘ T

on a‘ P(z) =a(z — z1)(x — x2) ‘

—b
e Si alors P admet une seule racine réelle |z, = 5 etona ‘ P(z) = a(r —11)? ‘
a

¢ 5i A < 0 alors P n’admet pas de racine réelle.

Exercice

1. Résoudre les équations suivantes :
(@ [2z—-1|=3
(b) Vr+1==z
(C) e3r+4 — 9

(d) n(2z +1) +In(—z+1)=0
2. Résoudre les équations suivantes :
(a) Résoudre dans R I'équation 422 — 49 =0
1
(b) Résoudre dans R* I’équation = + — = 3.
x
(c) Résoudre dans R l'équation 6e** — 5¢” +1 =0
(d) Résoudre dans R l'équation In(1 +e~*) =z
3. On consideére I'équation (F) d'inconnue z € R :
23 -8 +17x -10=0 (E)

(a) Déterminer une racine évidente de (E).

(b) Montrer qu’il existe trois réels a, b, c tels que, pour tout z € R,
23— 82 + 172 — 10 = (x — 1)(az? + bz +¢)

et déterminer leur valeur.
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(c) Résoudre (E).

. . .. R = R
(d) Soit r une racine de (E). On pose: f : r > explrr)

Montrer que, pour tout z € R, [/ (z) — 8f"(x) + 17f'(x) — 10f(z) = 0.

IV. LES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Cercle trigonométrique et valeurs remarquables

(sin)
1 T
™ ™
0 g Z S . 3
R O N I e
Valo_____
2
V3| V2 1 1 T
COS(@) 1 7 7 — 0 -1 sF—————- | : I g
| |
| : |
| |
1| V2] V3 Lo
in (@ _ - - 1 | | |
sin@) 10 5 15| 3 0 L1
o i g @ 1 (cos)
Formules de trigonométrie
Soient a et b deux réels.
e Parité : | cos(—a) = cos(a) ‘et‘sin(—a) = —sin(a) ‘

e Périodicité : ‘ cos(a + 2m) = cos(a) ‘et‘ sin(a + 27) = sin(a) ‘

(cos(a))? + (sin(a))? =1 ‘

Exercice

1. Donner les valeurs des cos et sin qui suivent (on pourra s’aider du cercle trigonométrique ) :

(a) cos <%T)
(b) sin <%T>
(c) cos (—%)
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(d) Soit z un réel. Que vaut cos(x + ) ? sin(x + ) ?

2. Résoudre dans R les équations suivantes :
(@) 2sin(z) —1=0
V3

(b) sin(2z +7) = -

(c) 4(cos(z))?—=2=0
(d) —2(sin(z))? + 3cos(z) +3 =0

V. DES ETUDES DE SUITES

Suites arithmétiques

e Définition : La suite (u,)nen est arithmétique sil existe un réel r tel que pour tout entier
naturel n, up4+1 — u, = r. Le réel r est la raison de la suite.

e Expression de u,, en fonction de n : Si la suite (u,)nen est arithmétique de raison r, alors
pour tout entier naturel n ona : u,, = ug + nr.

n(n—i—l)'

e Somme arithmétique:1+24...+n = 5

Exercice

1. Parmi les suites ci-dessous, lesquelles sont des suites arithmétiques?
@) up=2n-1.
(b) up =n?—1.
(¢) up =5—2n.
(d) wny1 =un+2etug=1.
(e) upt1 =up+2netug=1.
2. Pour les suites de la question précédente qui sont des suites arithmétiques, calculer ug + ui + ... + uy,.

3. Pour la suite de la question e) de la question 1., calculer u,, en fonction de n.
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Suites géométriques

e Définition : La suite (un)nen est géométrique s'il existe un réel ¢ tel que pour tout entier
naturel n, u,+1 = quy,. Le réel q est la raison de la suite.

e Expression de u,, en fonction de n : Si la suite (u,)nen est géométrique de raison ¢, alors
pour tout entier naturel n on a : u,, = upqg™.

e Somme géométrique : Siq # 1,

qn+1 -1

1—|—q—|—q2+...+q":7
q—1

Exercice

On considere la suite (uy,)nen définie par ug = 5 et, pour toutn € N,

2
Un+4+1 = gun +1

1. Déterminer un réel a tel que a = %a + 1.

2. On pose, pour tout n € N, v, = u, — a. Montrer que la suite (v,)nen est une suite géométrique, et
calculer la raison de cette suite.

3. En déduire, pour tout entier naturel n, v,, en fonction de n.
4. En déduire, pour tout entier naturel n, u,, en fonction de n.

5. Quelle est la limite de u,, lorsque n tend vers l'infini?
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